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Problema 2.2
Decimos que una matriz cuadrada es ortogonal cuando su matriz inversa coincide con su matriz transpuesta. 
Se pide: 

𝐴 =
cos 𝛼 sin 𝛼
− sin 𝛼 cos 𝛼

2.2.1 Comprobar que para todo valor real 𝛼 la matriz 𝐴 es ortogonal.

Para comprobar que una matriz 𝐴 es ortogonal, basta verificar que 𝐴 ∙ 𝐴𝑇 = 𝐼 

Se escribe la matriz transpuesta 𝐴𝑇 =
cos 𝛼 − sin 𝛼
sin 𝛼 cos 𝛼

Se calcula el producto 𝐴 ∙ 𝐴𝑇.

𝐴 ∙ 𝐴𝑇 =
cos 𝛼 sin 𝛼
−sin 𝛼 cos 𝛼

∙
cos 𝛼 − sin 𝛼
sin 𝛼 cos 𝛼

𝐴 ∙ 𝐴𝑇 =
𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 − cos 𝛼 ∙ sin 𝛼 + sin 𝛼 ∙ cos 𝛼

− cos 𝛼 ∙ sin 𝛼 + sin 𝛼 ∙ cos 𝛼 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2 𝛼
=

1 0
0 1

Se ha utilizado la relación fundamental: 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 = 1 

Por lo tanto, la matriz 𝑨 es ortogonal para todo valor de 𝛼.
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2.2.2  Determinar los valores de 𝑎 y 𝑏 para que la matriz 𝐵 sea ortogonal. 
¿Cuántas matrices ortogonales de esta forma existen? 

𝐵 =
0 0 𝑎
0 1 0
𝑏 0 0

Si una matriz es ortogonal y cumple que 𝐵𝑇 = 𝐵−1, entonces verifica que 𝐵 ∙ 𝐵𝑇 = 𝐼 

Se escribe la matriz transpuesta 𝐵𝑇 =
0 0 𝑏
0 1 0
𝑎 0 0

Se calcula el producto 𝐵 ∙ 𝐵𝑇 .

𝐵 ∙ 𝐵𝑇 =
0 0 𝑎
0 1 0
𝑏 0 0

∙
0 0 𝑏
0 1 0
𝑎 0 0

=
0 ∙ 0 + 0 ∙ 0 + 𝑎 ∙ 𝑎 0 ∙ 0 + 0 ∙ 1 + 𝑎 ∙ 0 0 ∙ 𝑏 + 0 ∙ 0 + 𝑎 ∙ 0
0 ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 0 ∙ 𝑎 0 ∙ 0 + 1 ∙ 1 + 0 ∙ 0 0 ∙ 𝑏 + 1 ∙ 0 + 0 ∙ 0
𝑏 ∙ 0 + 0 ∙ 0 + 0 ∙ 𝑎 𝑏 ∙ 0 + 0 ∙ 1 + 0 ∙ 0 𝑏 ∙ 𝑏 + 0 ∙ 0 + 0 ∙ 0

=
𝑎2 0 0
0 1 0
0 0 𝑏2

𝑎2 0 0
0 1 0
0 0 𝑏2

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቊ𝑎
2 = 1

𝑏2 = 1
ቊ
𝑎 = ±1
𝑏 = ±1

Existen 4 matrices ortogonales: 𝐵1 =
0 0 1
0 1 0
1 0 0

𝐵2 =
0 0 −1
0 1 0
1 0 0

𝐵3 =
0 0 1
0 1 0
−1 0 0

𝐵4 =
0 0 −1
0 1 0
−1 0 0

ቊ
𝑎 = 1
𝑏 = 1

ቊ
𝑎 = 1
𝑏 = −1

ቊ
𝑎 = −1
𝑏 = 1

ቊ
𝑎 = −1
𝑏 = −1

Dos matrices son iguales si lo son 
todos sus términos 𝑎𝑖𝑗.
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2.2.3 Resuelve la ecuación matricial con incógnita 𝑋 donde 𝐵 es una 
matriz ortogonal como la del apartado anterior.

𝐵𝑋 +
1 0
0 1
1 1

=
2 1
0 2
1 0

Se despeja 𝑋 de la ecuación matricial. 𝐵 ∙ 𝑋 =
2 1
0 2
1 0

−
1 0
0 1
1 1

=
1 1
0 1
0 −1

𝐵𝑇 ∙ 𝐵 ∙ 𝑋 = 𝐵𝑇 ∙
1 1
0 1
0 −1

Se multiplica por la inversa de 𝐵 a ambos lados de la ecuación. Por ser 𝐵 ortogonal, la inversa es la transpuesta.

𝐼 ∙ 𝑋 = 𝐵𝑇 ∙
1 1
0 1
0 −1

𝑋 = 𝐵𝑇 ∙
1 1
0 1
0 −1

Se calcula 𝑋 en función de 𝑎 y 𝑏. 𝑋 =
0 0 𝑏
0 1 0
𝑎 0 0

∙
1 1
0 1
0 −1

=
0 −𝑏
0 1
𝑎 𝑎

Como 𝑎 = ±1 y 𝑏 = ±1 

Las 4 matrices solución son: 𝑋1 =
0 −1
0 1
1 1

𝑋2 =
0 1
0 1
1 1

𝑋3 =
0 −1
0 1
−1 −1

𝑋4 =
0 1
0 1
−1 −1

ቊ
𝑎 = 1
𝑏 = 1

ቊ
𝑎 = 1
𝑏 = −1

ቊ
𝑎 = −1
𝑏 = 1

ቊ
𝑎 = −1
𝑏 = −1
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  A =  (       cos ⁡   ( 𝛼 )    sin ⁡   ( 𝛼 )   −   sin ⁡   ( 𝛼 )    cos ⁡   ( 𝛼 ) )


  A


  A


  A ∙  A T = I


   A T =  (       cos ⁡   ( 𝛼 )  −   sin ⁡   ( 𝛼 )     sin ⁡   ( 𝛼 )    cos ⁡   ( 𝛼 ) )


  A ∙  A T


  A ∙  A T =  (       cos ⁡   ( 𝛼 )    sin ⁡   ( 𝛼 )   −   sin ⁡   ( 𝛼 )    cos ⁡   ( 𝛼 ) ) ∙  (       cos ⁡   ( 𝛼 )  −   sin ⁡   ( 𝛼 )     sin ⁡   ( 𝛼 )    cos ⁡   ( 𝛼 ) )


  A ∙  A T =  (       c o s 2  ( 𝛼 ) +   s i n 2  ( 𝛼 )  −   cos ⁡   ( 𝛼 ) ∙   sin ⁡   ( 𝛼 ) +   sin ⁡   ( 𝛼 ) ∙   cos ⁡   ( 𝛼 )   −   cos ⁡   ( 𝛼 ) ∙   sin ⁡   ( 𝛼 ) +   sin ⁡   ( 𝛼 ) ∙   cos ⁡   ( 𝛼 )    s i n 2  ( 𝛼 ) +   c o s 2  ( 𝛼 ) )


  =  (     1  0   0  1 )


    s i n 2  ( 𝛼 ) +   c o s 2  ( 𝛼 ) = 1


  𝑨


  a


  b


  B


  B =  (     0  0  a   0  1  0   b  0  0 )


   B T =  B  − 1


  B ∙  B T = I


   B T =  (     0  0  b   0  1  0   a  0  0 )


  B ∙  B T


  B ∙  B T =  (     0  0  a   0  1  0   b  0  0 ) ∙  (     0  0  b   0  1  0   a  0  0 )


  =  (     0 ∙ 0 + 0 ∙ 0 + a ∙ a  0 ∙ 0 + 0 ∙ 1 + a ∙ 0  0 ∙ b + 0 ∙ 0 + a ∙ 0   0 ∙ 0 + 1 ∙ 0 + 0 ∙ a  0 ∙ 0 + 1 ∙ 1 + 0 ∙ 0  0 ∙ b + 1 ∙ 0 + 0 ∙ 0   b ∙ 0 + 0 ∙ 0 + 0 ∙ a  b ∙ 0 + 0 ∙ 1 + 0 ∙ 0  b ∙ b + 0 ∙ 0 + 0 ∙ 0 )


  =  (      a 2  0  0   0  1  0   0  0   b 2 )


   (      a 2  0  0   0  1  0   0  0   b 2 ) =  (     1  0  0   0  1  0   0  0  1 )


   {       a 2 = 1     b 2 = 1


   {      a = ± 1    b = ± 1


   B 1 =  (     0  0  1   0  1  0   1  0  0 )


   B 2 =  (     0  0  − 1   0  1  0   1  0  0 )


   B 3 =  (     0  0  1   0  1  0   − 1  0  0 )


   B 4 =  (     0  0  − 1   0  1  0   − 1  0  0 )


   {      a = 1    b = 1


   {      a = 1    b = − 1


   {      a = − 1    b = 1


   {      a = − 1    b = − 1


  a i j


  X


  B


  B X +  (     1  0   0  1   1  1 ) =  (     2  1   0  2   1  0 )


  X


  B ∙ X =  (     2  1   0  2   1  0 ) −  (     1  0   0  1   1  1 )


  =  (     1  1   0  1   0  − 1 )


   B T ∙ B ∙ X =  B T ∙  (     1  1   0  1   0  − 1 )


  B


  B


  I ∙ X =  B T ∙  (     1  1   0  1   0  − 1 )


  X =  B T ∙  (     1  1   0  1   0  − 1 )


  X


  a


  b


  X =  (     0  0  b   0  1  0   a  0  0 ) ∙  (     1  1   0  1   0  − 1 )


  =  (     0  − b   0  1   a  a )


  a = ± 1


  b = ± 1


   X 1 =  (     0  − 1   0  1   1  1 )


   X 2 =  (     0  1   0  1   1  1 )


   X 3 =  (     0  − 1   0  1   − 1  − 1 )


   X 4 =  (     0  1   0  1   − 1  − 1 )


   {      a = 1    b = 1


   {      a = 1    b = − 1


   {      a = − 1    b = 1


   {      a = − 1    b = − 1

