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Ejercicio 1. Sucesiones y números complejos

Considerar la sucesión 𝑢𝑛  que viene dada por ൞
𝑧0 = cos

2𝜋

7
+ 𝑖 ∙ sin

2𝜋

7

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛
2 , 𝑛𝜖 0,1,2,3, …

a) Escribe z0, z1, z2, z3 en forma r·ei𝜃 y represéntalos en el plano complejo.

Solución: En primer lugar, expreso z0 en la forma pedida a partir del enunciado.

𝑧0 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙
2𝜋
7

𝑧 = 𝑟 ∙ cos Θ + 𝑖 ∙ sin Θ

Se observa que el módulo es 1 y que el argumento es 2𝜋/7.

Se aplica la fórmula de la sucesión para calcular el resto de los términos pedidos.

𝑧1 = 𝑧0
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

2𝜋
7

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
4𝜋
7

𝑧2 = 𝑧1
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

4𝜋
7

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
8𝜋
7

𝑧3 = 𝑧2
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

8𝜋
7

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
16𝜋

7

Observa que 𝑧0 = 𝑧3 ya que 16𝜋/7 = 2𝜋 + 2𝜋/7.

Se representan en el plano complejo los valores obtenidos.
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Ejercicio 1. Sucesiones y números complejos

Considerar la sucesión 𝑢𝑛  que viene dada por ൞
𝑧0 = cos

2𝜋

7
+ 𝑖 ∙ sin

2𝜋

7

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛
2 , 𝑛𝜖 0,1,2,3, …

b) Determine para que valores de 𝑛 se cumple que: 𝑧𝑛 = 𝑧0

Solución: La igualdad se verificará siempre y cuando los argumentos sean equivalentes. 𝑎𝑟𝑔 𝑧𝑛 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑧0

𝑧1 = 𝑧0
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

2𝜋
7

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
4𝜋
7

𝑧2 = 𝑧1
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

4𝜋
7

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
8𝜋
7

𝑧3 = 𝑧2
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

8𝜋
7

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
16𝜋

7

Podemos deducir que: 𝑎𝑟𝑔 𝑧𝑛 =
2𝑛+1 ∙ 𝜋

7
, 𝑛𝜖 0,1,2,3, …

Los argumentos serán equivalentes si:
2𝑛+1 ∙ 𝜋

7
= 2𝜋𝑘 +

2𝜋

7
. 𝑘𝜖 0,1,2,3, …

2 ∙ 2𝑛

7
= 2𝑘 +

2

7

2𝑛

7
= 𝑘 +

1

7
2𝑛 = 7𝑘 + 1

Para poder resolver esta ecuación hacen falta conocimientos de congruencias. 
Buscaremos otra forma de resolverla.
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Ejercicio 1. Sucesiones y números complejos

Considerar la sucesión 𝑢𝑛  que viene dada por ൞
𝑧0 = cos

2𝜋

7
+ 𝑖 ∙ sin

2𝜋

7

𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛
2 , 𝑛𝜖 0,1,2,3, …

b) Determine para que valores de 𝑛 se cumple que: 𝑧𝑛 = 𝑧0

2𝑛 = 7𝑘 + 1 En vez de usar notación de congruencias, basta con mirar el resto que deja 2n  al dividirlo entre 7:

𝒏 𝟐𝒏 División entre 7 Resto

0 1 0 1

1 2 0 2

2 4 0 4

3 8 1 1

4 16 2 2

5 32 4 4

6 64 9 1

Observa el patrón de la tabla, cada tres pasos, reaparece el 
resto 1, de modo que:

2𝑛 “deja resto 1 al dividir por 7” ⟺ 𝑛 = 0,3,6,9, …

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝒛𝒏 = 𝒛𝟎 𝒔𝒊 𝒏 = 𝟎, 𝟑, 𝟔, 𝟗, …

𝑆𝑖 𝑛 = 0 → 20 = 7 ∙ 0 + 1

𝑆𝑖 𝑛 = 3 → 23 = 7 ∙ 1 + 1

𝑆𝑖 𝑛 = 6 → 26 = 7 ∙ 9 + 1
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Ejercicio 1. Sucesiones y números complejos

Considerar la sucesión 𝑤𝑛  que viene dada por ൞
𝑤0 = cos

2𝜋

𝑘
+ 𝑖 ∙ sin

2𝜋

𝑘
, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑘 𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑦 𝑘 > 1

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛
2 , 𝑛𝜖 0,1,2,3, …  

c) Determina los valores de 𝑘 tales que 𝑤3 sea el número complejo conjugado de 𝑤0.

Solución: Utilizando un razonamiento similar al del apartado a) podemos deducir que: 𝑤0 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙
2𝜋
𝑘

𝑤1 = 𝑤0
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

2𝜋
𝑘

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
4𝜋
𝑘

𝑤2 = 𝑤1
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

4𝜋
𝑘

2

= 1 ∙ 𝑒𝑖∙
8𝜋
𝑘

𝑤3 = 𝑤2
2 = 1 ∙ 𝑒𝑖∙

8𝜋
𝑘

2

= 𝟏 ∙ 𝒆
𝒊∙

𝟏𝟔𝝅
𝒌

Podemos calcular 𝑤3: 

Se calcula el conjugado de 𝑤0. 𝑤0 = cos
2𝜋

𝑘
− 𝑖 ∙ sin

2𝜋

𝑘
= 1 ∙ 𝑒−𝑖∙

2𝜋
𝑘
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Ejercicio 1. Sucesiones y números complejos

Considerar la sucesión 𝑤𝑛  que viene dada por ൞
𝑤0 = cos

2𝜋

𝑘
+ 𝑖 ∙ sin

2𝜋

𝑘
, 𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑘 𝑒𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑦 𝑘 > 1

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛
2 , 𝑛𝜖 0,1,2,3, …  

c) Determina los valores de 𝑘 tales que 𝑤3 sea el número complejo conjugado de 𝑤0.

La igualdad se verificará siempre y cuando los argumentos sean equivalentes. 𝑎𝑟𝑔 𝑤3 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝑤0

Los argumentos serán equivalentes si:
16 ∙ 𝜋

𝑘
= 2𝜋𝑗 −

2𝜋

𝑘
. 𝑗𝜖 0,1,2,3, …

16

𝑘
= 2𝑗 −

2

𝑘

16 = 2 ∙ 𝑘 ∙ 𝑗 − 2 8 = 𝑘 ∙ 𝑗 − 1 𝑘 ∙ 𝑗 = 9

Puesto que 𝑗 y 𝑘 son números enteros y positivos, las 
únicas soluciones son (se obtienen por tanteo):

𝑘 = 1; 𝑗 = 9

𝑘 = 3; 𝑗 = 3

Solución no válida, puesto que 𝑘 > 1

𝑘 = 9; 𝑗 = 1

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑤3 = 𝑤0 𝒔𝒊 𝒌 = 𝟑 𝒐 𝒌 = 𝟗
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   (  u n )


   {     z 0 =  cos ⁡   (   2 𝜋 7 ) + i ∙  sin ⁡   (   2 𝜋 7 )    z  n + 1 =  z n 2     ,     n 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }


  𝜃


   z 0 = 1 ∙  e  i ∙   2 𝜋 7


  z = r ∙  (  cos ⁡   ( Θ ) + i ∙  sin ⁡   ( Θ ) )


  2 𝜋 / 7


   z 1 =    (  z 0 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   2 𝜋 7 ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   4 𝜋 7


   z 2 =    (  z 1 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   4 𝜋 7 ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   8 𝜋 7


   z 3 =    (  z 2 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   8 𝜋 7 ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   16 𝜋 7


   z 0 =  z 3


  16 𝜋 / 7 = 2 𝜋 + 2 𝜋 / 7


   (  u n )


   {     z 0 =  cos ⁡   (   2 𝜋 7 ) + i ∙  sin ⁡   (   2 𝜋 7 )    z  n + 1 =  z n 2     ,     n 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }


  n


   z n =  z 0


  a r g  (  z n ) ≡ a r g  (  z 0 )


   z 1 =    (  z 0 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   2 𝜋 7 ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   4 𝜋 7


   z 2 =    (  z 1 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   4 𝜋 7 ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   8 𝜋 7


   z 3 =    (  z 2 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   8 𝜋 7 ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   16 𝜋 7


  a r g  (  z n ) =    2  n + 1 ∙ 𝜋 7 ,     n 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }


     2  n + 1 ∙ 𝜋 7 = 2 𝜋 k +   2 𝜋 7 .       k 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }


    2 ∙  2 n 7 = 2 k +  2 7


     2 n 7 = k +  1 7


   2 n = 7 k + 1


   (  u n )


   {     z 0 =  cos ⁡   (   2 𝜋 7 ) + i ∙  sin ⁡   (   2 𝜋 7 )    z  n + 1 =  z n 2     ,     n 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }


  n


   z n =  z 0


   2 n = 7 k + 1


  𝒏


   𝟐 𝒏


  2 n


  7 ” ⟺  


  n = 0 , 3 , 6 , 9 , …


  S o l u c i ó n :    𝒛 𝒏 =  𝒛 𝟎   𝒔 𝒊   𝒏 = 𝟎 , 𝟑 , 𝟔 , 𝟗 , …


  S i   n = 0 →  2 0 = 7 ∙ 0 + 1


  S i   n = 3 →  2 3 = 7 ∙ 1 + 1


  S i   n = 6 →  2 6 = 7 ∙ 9 + 1


   (  w n )


   {     w 0 =  cos ⁡   (   2 𝜋 k ) + i ∙  sin ⁡   (   2 𝜋 k ) ,   d o n d e   k   e s   e n t e r o   y   k > 1    w  n + 1 =  w n 2     ,     n 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }                                                                                                    


  k


   w 3


   w 0


   w 0 = 1 ∙  e  i ∙   2 𝜋 k


   w 1 =    (  w 0 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   2 𝜋 k ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   4 𝜋 k


   w 2 =    (  w 1 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   4 𝜋 k ) 2


  = 1 ∙  e  i ∙   8 𝜋 k


   w 3 =    (  w 2 ) 2 =    ( 1 ∙  e  i ∙   8 𝜋 k ) 2


  = 𝟏 ∙  𝒆  𝒊 ∙   𝟏 𝟔 𝝅 𝒌


   w 3


   w 0


     w 0 - =  cos ⁡   (   2 𝜋 k ) − i ∙  sin ⁡   (   2 𝜋 k )


  = 1 ∙  e  − i ∙   2 𝜋 k


   (  w n )


   {     w 0 =  cos ⁡   (   2 𝜋 k ) + i ∙  sin ⁡   (   2 𝜋 k ) ,   d o n d e   k   e s   e n t e r o   y   k > 1    w  n + 1 =  w n 2     ,     n 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }                                                                                                    


  k


   w 3


   w 0


  a r g  (  w 3 ) ≡ a r g  (    w 0 - )


    16 ∙ 𝜋 k = 2 𝜋 j −   2 𝜋 k .       j 𝜖  { 0 , 1 , 2 , 3 , … }


   16 k = 2 j −  2 k


  16 = 2 ∙ k ∙ j − 2


  8 = k ∙ j − 1


  k ∙ j = 9


  j


  k


  k = 1 ; j = 9


  k = 3 ; j = 3


  k > 1


  k = 9 ; j = 1


  S o l u c i ó n :  w 3 =    w 0 -         𝒔 𝒊     𝒌 = 𝟑   𝒐     𝒌 = 𝟗

