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Observaciones

Para la realizacidon de este examen se permite la utilizacion de un formulario. He tratado de adaptar los ejercicios de
geometria a dicho formulario. Existen formas mas rapidas de calcular el producto mixto y el producto vectorial, pero
segun el formulario los ejercicios se resolverian tal como he propuesto. No hay problema si utilizas otras
metodologias siempre y cuando estén justificadas y te lleven al resulto correcto.

Las formulas del resto de temas también se han utilizado a partir del formulario, aunque no se indique
explicitamente.

La duracidon del examen es de 2 horas y no se permite el uso de calculadora.

Salvo indicacién contraria, no se dara la puntuacién maxima a una respuesta correcta que no vaya acompainada de
los razonamientos o explicaciones que permiten llegar a dicha solucion.

Los ejercicios 1, 3 y 8 los he hecho de dos maneras diferentes tratando de
explicar la forma que me parece a mi mas facil y también tratando se hacer
el ejercicio con los conocimientos que tienen los estudiantes de las escuelas
europeas (que no son los mismos que en otros sistemas).



VIDEOS UTILES PARA REPASAR

En estos videos podras repasar temas interesantes para preparar este examen.

No dejes de revisar mi canal, pues iré afladiendo nuevos.

Examenes de ainos anteriores

Optimizaciéon de funciones o
en espanol

Examenes de ainos anteriores

Geometria en el espacio. s
en inglés.

Geometria. Distancias y angulos.




Ejercicio 1. Integral definida
Calcular fZ\/4x+1dx

Solucion: En primer lugar, calculo la funcidn primitiva vV4x + 1

3
1 1 1 2 3
F(x) =j \/4x+1dx=j(4x+1)2 dx :Z.J4.(4x+1)z dx :%.(436-3'_1) =%-(4x+1)§ =%-\/(4x+1)3
2
"1
Es necesario recordar la regla de integracion de una potencia: jun -u' dx = 1 + C

Para calcular el valor de la integral se utiliza la regla de Barrow.

2
j\/4x+1dx=F(2)—F(O) :%.\/(4.2+1)3—%-\/(4-0+1)3 :%.\/5_%.\/?:
0

1 1 1 1 9 1 2 13
_g.g.\/ﬁ_g-ﬁ_g-9-3—g-1—§—g— 6 6 -3 SquC|on:L\/4x+1dx=?




Ejercicio 1. Integral definida

2
Calcular f Vix + 1dx Solucion: Otra forma de calcular la funcion primitiva de +v4x 4+ 1 es mediante el
0 método de sustitucion. De hecho, en el formulario sélo nos proporcionan la férmula de
la integral potencial en x, lo cual nos lleva a este método de integracién. Aunque no es

mi favorito, lo voy a explicar para que aquellos que lo utilicéis podais corregir el ejercicio
Primitives des fonctions usuelles o practicar este metodo.
Integrals of standard functions
Stammfunktionen der Grundfunktionen

t=4x +1
f(z) | 2", n# -1 e’ l sin & Ccos T dt
- x o dt = 4dx —> dx =—
n+1
F(z) L +C | e+ C | In|z|4+C | —cosz+C | sinx+C
n+1
3
1 1dt 1 1 1 t2 1 3 1 1
F(x)=| Vix+1dx=|(4x+1)2 dx=jt2 —=—-]t2 dt == - — =_.tz=_.\/ﬁz_.\/(4x+1)3
4 4 4 § 6 6 6
2

Para calcular el valor de la integral se utiliza la regla de Barrow

2
al igual que se hizo en la diapositiva anterior. No lo haré, pero Solucién: f Viax + 1dx = E
dejo la solucidon de nuevo. 0




Ejercicio 2. NUmeros complejos

a— 2i
donde a es un numero real.

Considerar el numero complejo z = .
a—1i

1
Determinar a tal que la parte imaginaria de z sea >

Solucion: Se multiplica y divide por la expresidon conjugada para resolver el cociente.

a—2i a+i a*+ai—2ai—2i* a*—ai+2 a%+2 —-a
a—i a+i a? —i2 T @2+l @tl a2+l

7 =

: : o 1
Se iguala la parte imaginaria a 5

—a 1
== —> —2a=a*°4+1 —> a*’+2a+1=0
at+1 2
(a+1)?=0
a+1=0
a=-—1

Solucion: a = -1




Ejercicio 3. Geometria en el espacio

METODO tipo escuela europea, luego lo haré con determinantes. Quitar después de grabar.
1 -1 2

En un espacio tridimensional, un paralelepipedo esta definido por los vectores u=|2]|, V= y w=|5
3 7

3
4
Calcular el volumen del paralelepipedo.

Solucion:

Segun formulario que te dan en el examen.
El volumen de un paralelepipedo se calcula con el valor absoluto del producto mixto. V = |u - (v x w)|

Segun formulario que te dan en el examen.

Produit vectoriel yz' — zy
Se calcula el producto vectorial en primer lugar:  \/ector product TXT=UAT = zx! — x2!
Vektorprodukt zy —ya'

—

v xw=(110)x(1,34)=3-7-4-54-2—(=1)-7,-1-5—-3-2) = (1,15,—11)

Se calcula el producto escalar: 4 - (v' xw) = (1,2,3) - (1,15,-11)=1-14+2-15+ 3 - (—-11) = -2

Segun formulario que te dan en el examen.
Y su valor absoluto: V =|-2| =2 8 g

Solucion: V = 2 unidades de volumen

©Angel Cuesta Arza




Ejercicio 3. Geometria en el espacio

1 -1
En un espacio tridimensional, un paralelepipedo esta definido por los vectores u=|2|, v=| 3

3 4
Calcular el volumen del paralelepipedo.

Solucion: Sitienes conocimientos de determinantes, este ejercicio se puede resolver en un solo paso.

El volumen de un paralelepipedo se calcula con el valor absoluto del producto mixto. V = |u - (¥ x w)|

1 2 3
Uu-(Wxw)=|-1 3 4[=-2

2 5 7
V=Iu-Wxw)|=1|-2|=2

Solucion: V = 2 unidades de volumen




Ejercicio 4. Combinatoria

Sarah tiene 7 latas idénticas de refresco que quiere repartir entre 3 amigos. éDe cuantas maneras diferentes puede
distribuir todas estas latas entre sus amigos con la condicion de que cada amigo reciba al menos una lata de refresco?

Solucion:

En primer lugar, trato de escribir algunas posibles combinaciones para hacerme una idea de la situacion. Supongo
que los 3 amigos son A, By C. Asigno un digito a las latas que recibe cada uno, en el orden ABC.

Algunas posibles combinaciones serian: 511, es decir A recibe 5 latas y By C reciben 1 cada uno.
421, A recibe 4 latas, B recibe 2 latas y C recibe una lata.

Si cada amigo debe recibir al menos una lata, primero distribuiremos una lata a cada uno, lo que deja 4 latas
restantes para distribuir. Ahora, las posibles combinaciones quedarian limitadas. Se ponen algunos ejemplos.

Algunas posibles combinaciones serian: 004, 040, 400, 103, 013,...
Como se puede comprobar, la restriccion es que los digitos sumen 4.
Debemos decidir la técnica de recuento adecuada para este problema.

La técnica adecuada para este tipo de casos es la combinacion con repeticion. También se
podria hacer un recuento manual con un diagrama de arbol (aungue no es lo ideal, es mejor
que no hacer nada).



Ejercicio 4. Combinatoria

Sarah tiene 7 latas idénticas de refresco que quiere repartir entre 3 amigos. éDe cuantas maneras diferentes puede
distribuir todas estas latas entre sus amigos con la condicidon de que cada amigo reciba al menos una lata de refresco?

Solucion:

n+k—1
En este tipo de situacion, Jacob Bernoulli nos indica que podemos utilizar la siguiente formula:  CR,, j = < )

k

Segun formulario que te dan en el examen.

Siendo k el numero de objetos y n el numero de barreras.

Puesto que tenemos 4 objetos idénticos (las latas) y 2 barreras (que representan las divisiones entre los amigos).

- 3+4-1 6) 6! 6l 6-5-41 30 .
42 4 “\4)  41-(6—4)! 41-21 41.2 =7 =1

Puedes ver mas ejemplos de combinaciones con repeticidn en este enlace:

https://www.cartagena99.com/recursos/alumnos/apuntes/Tecnicas%20de%20contar%203.pdf

Solucion: Se puede hacer el reparto de 15 formas diferentes

©Angel Cuesta Arza



Ejercicio 5. Sucesiones

Considerar una progresion aritmética (u,),n = 1,donde u; = 120 y uy, = 90

a) Determinar la diferencia constante de (u,,) y calcular la suma de los 20 primeros términos de (u,,).

Segun formulario que te dan en el examen.

Solucién: Las férmulas de la progresion aritméticason: a, =a; +(n—1)-d  Término general.

(a1+an)°n
Tl: 2

Suma de n términos.

Se sustituyen los datos en las formulas.
“u; = 120 y uy, = 90” 90 =120+ 4—-1)-d —> 90=120+3d —> d =-10
Se calcula el valorde u,, U9 =120+ (20 —1) - (—=10) = =70

Uq + Uyg) - 20 120 —70) - 20
) 20_ (120270020 _

Se sustituyen los datos en la férmula de la suma. Sy9 =

La diferencia es —10 y la suma de los 20 primeros términos es 500.

©Angel Cuesta Arza



Ejercicio 5. Sucesiones

(v,,) es una progresién geométrica con v; = 120 y v3 = 90 b) Calcular los posibles valores de v,

Segun formulario que te dan en el examen.

Solucion: Las formulas de la progresion geométrica son: an =a;-r"? Término general.
, r*—1
Se sustituyen los datos en las formulas. S, =a- Suma de n términos.
’r‘ —
“ 120 90”. 90 = 120 - 371 L Z. > + >
= = g = T = r = —
1 Y > 120 * |2
v, =v, 7271 =120 - f): +120 - ——+60 V3
v, = 60 -3

Solucion: vy = —60 - 3

©Angel Cuesta Arza



Ejercicio 6. Variables aleatorias continuas

La funcion de densidad de probabilidad f de una F(x) = {k (1-x*) , -1<x<1

variable aleatoria continua viene definida por 0 x<-1ox>1.
3
a) Mostrar que k = 7

b) Esbozar el grafico de f

Solucion: Puesto que es una funcion de densidad de f, el valor de su integral debe ser 1.

[ramreno]sn [1:5)- (-5 b))

El grafico es el de una funcién cuadratica invertida, que tiene su maximo en x=0.

Puedes dar algunos valores para mejorar la grafica.

> W




Ejercicio 7. Optimizacion de funciones

X+1 1
3x-1" 3

Considerar la funcion f definida por f(x) =

Para cualquier valor x > % considerar el rectangulo OPMN donde

O(0:0), P(x;0), M(x ; f(x))y N(O ; 7(x)).

a) Expresar el area A del rectangulo OPMN en funcién de x,

3x2-2x-1
mostrar que A'(x) = :
y que A'(x) Gx_1)

Solucion: El area del rectangulo es el producto de su base por su altura.

. x+1 x%?+x , _ _
A(x)=0P-MP=x-f(x) =x- % —1 -3 1 Calculo la derivada aplicando la regla del cociente.
— x —

(2x+1)-(3x—1)—(x2+x)-3_6x2—2x+3x—1—3x2—3x_3x2—2x—1
(3x — 1)2 B (3x — 1)2 ~ (Bx—1)2

Al(x) =

Que era lo que queriamos demostrar. ©Angel Cuesta Arza



Ejercicio 7. Optimizacion de funciones

b) Mostrar que hay un valor de x para el cual el area del rectangulo ACx) = X%+ x A'(x) = 3x* —2x — 1
OPMN es un minimo y determinar este valor de x. 3x —1 (3x — 1)?

Solucion: Para determinar el minimo de la funcién se estudia el signo de la derivada de la funcion.

[ 2+4
3x2_2x—1 _(_2)+\/(_2)2_4,3.(_1) 2+\/1_6 x:Tz
— 2 - - = - = — =
Gx —1)2 =0 —> 3x*-2x—-1=0—> x = 5.3 c <x_2_4__1
6

Puesto que x > 1/3, descartamos la solucién negativa para el estudio de signos de la funcidén derivada.

1/3 1 +00
A (x) — n Se observa que la fusion presenta un minimo relativo en
x = 1 ya que decrece antes de ese valor y crece después.
A(x) \ /

El valor del area minima se alcanza cuando x = 1.




Ejercicio 8. Geometria en el espacio.

x\ (7 1 1
En un espacio tridimensional, considerar los planos 7, :2x-2y+z=-1y r,:|y |=|7 |+s:|1[+t:|3 |, s;teR.
Z 5 0 4

a) Mostrar que los planos 1, y 1, no son secantes.

Solucion: Para que dos planos no sean secantes, deben ser paralelos. En ese caso, los dos vectores normales deben
ser iguales o proporcionales.

Tl—1> = (2' _2'1)

—

— 7 K 1 0 » 11 0 -, |1 1 — - —
nz—(l;l;o)x(1;3;4) é Z —‘3 4’l_1 4|'] +‘1 3'k =4'l—4"] +2'k=(4‘;_4;2)

Il
== ]

Puesto que: n, = 2 - ny podemos decir que los planos son paralelos o coincidentes. Para demostrar que son paralelos
(y no coincidentes), se toma un punto de 1, y se comprueba que no pertenece a 1.

P=(7,7)5)
M 2x — 2y +z=-1 > 2:7—-2-7+5=-1—> 5=-1

Puesto que P no pertenece a m; podemos afirmar que m, y 1, no son secantes.




Ejercicio 8. Geometria en el espacio.

X 7 1 1
En un espacio tridimensional, considerar los planos 7, :2x-2y+z=-1y r,:|y |=|7 |+s:|1[+t:|3 |, s;teR.
Z 5 0 4

a) Mostrar que los planos 1, y 1, no son secantes.

Solucion: Para que dos planos no sean secantes, deben ser paralelos. En ese caso, los dos vectores normales deben

ser iguales o proporcionales. , ,
Produit vectoriel

Vector product

n; = (2,-2,1)
Segun formulario que te dan en el examen. Vektorprodukt y2 — zy
n, =(1,1,00x(1,34) =(1-4-0-301-1:41-3-1-1) = (4,—-4,2) UXT=TAT = ( 2z — x2
xy’ — yx'

Puesto que: n, = 2 - ny podemos decir que los planos son paralelos o coincidentes. Para demostrar que son paralelos
(y no coincidentes), se toma un punto de 1, y se comprueba que no pertenece a 1.

P=(7,7)5)
M 2x — 2y +z=-1 > 2:7—2-74+5=-1—> 5=-1

Puesto que P no pertenece a m; podemos afirmar que m, y 1, no son secantes.

©Angel Cuesta Arza



Ejercicio 8. Geometria en el espacio.

X 7 1 1
En un espacio tridimensional, considerar los planos 7, :2x-2y+z=-1y z,:|y |=|7 |+s |1 [+t:|3 |, s;teR.
V4 5 0 4

b) Calcular la distancia entre los planos i, y 11,.
Solucién: Al ser los dos planos paralelos, se puede calcular la distancia de un punto P de m, al plano m;.
Distance d'un point a un plan i

Segun formulario que te dan en el examen. Distance from a point to a plane d(M,m) = [AM - 7| _ |azn + by + ez + d]
. : n 2 2 2
Abstand eines Punktes von einer Ebene |72 va?+ b2+ c

Se expresa 1, de forma que se iguale a cero la ecuacion del plano. m; =2x—2y+z+1=0

2-7—=2-7+5+1]| |6
J22+(=2)2+12 9

d(ry, P) = g

La distancia entre los planos i, y 1, es 2 unidades de longitud.

©Angel Cuesta Arza



Ejercicio 8. Geometria en el espacio.

X 7 1 1
En un espacio tridimensional, considerar los planos 7, :2x-2y+z=-1y z,:|y |=|7 |+s |1 [+t:|3 |, s;teR.
V4 5 0 4

c) El plano 1, es equidistante a los planos i, y it,. Determinar una ecuacién del plano r,.

Solucion: Al ser los planos 1, y 1, paralelos, el plano equidistante de ambos debe tener el mismo vector normal.
ns = (2,—2,1) Pudiendo escribir la ecuacion del plano pedido: m3:2x — 2y +z+D =0
Setomaunpuntodemn,yotroden,. m:2:0—-2:-04+z=—-1—> z=-1

El puntodem, es: P =(0,0,—1) Elpuntodemn,es: Q = (7,7,5)

Se calcula la distancia de Py Q al plano 1, y se igualan a la mitad de la distancia entre ellos. d(ms, P) = d(m3,Q) =1

2:0-2-0-1+4+D| [2:7—2-7+5+D| -14D|=3—>D=-2:D =4

=1—>|-1+D|=|5+D|=3 —
| =1 | {|5+D|=3—>D=—2;D=—8

J22+ (—2)2+12 22+ (—2)2+12

La solucion comun es la vdlida. La ecuacion del planoes: m3:2x —2y+z—2=0
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    ∫ 0 2   4 x + 1 d x


   4 x + 1


  F  ( x ) =   ∫     4 x + 1 d x =  ∫     ( 4 x + 1 )   1 2     d x


  =  𝟏 𝟒 ∙  ∫  𝟒 ∙    ( 4 x + 1 )   1 2     d x


  =  𝟏 𝟒 ∙      ( 4 x + 1 )   3 2   3 2


  =  1 6 ∙    ( 4 x + 1 )   3 2


  =  1 6 ∙     ( 4 x + 1 ) 3


   ∫   u n ∙  u ′   d x =    u  n + 1  n + 1 + C


    ∫ 0 2   4 x + 1 d x = F  ( 2 ) − F ( 0 )


  =  1 6 ∙     ( 4 ∙ 2 + 1 ) 3 −  1 6 ∙     ( 4 ∙ 0 + 1 ) 3


  =  1 6 ∙   9 3 −  1 6 ∙   1 3 =


  =  1 6 ∙ 9 ∙  9 −  1 6 ∙  1


  =  1 6 ∙ 9 ∙ 3 −  1 6 ∙ 1


  =  9 2 −  1 6


  =   27 − 1 6 =  26 6 =   𝟏 𝟑 𝟑


    ∫ 0 2   4 x + 1 d x =   𝟏 𝟑 𝟑


    ∫ 0 2   4 x + 1 d x


   4 x + 1


  t = 4 x + 1


  d t = 4 d x


  d x =   d t 4


  F  ( x ) =   ∫     4 x + 1 d x =  ∫     ( 4 x + 1 )   1 2     d x


  =  ∫   t   1 2     d t 4


  =  1 4 ∙  ∫   t   1 2   d t


  =  1 4 ∙    t   3 2   3 2


  =  1 6 ∙  t   3 2


  =  1 6 ∙   t 3


  =  1 6 ∙     ( 4 x + 1 ) 3


    ∫ 0 2   4 x + 1 d x =   𝟏 𝟑 𝟑


  z =   a − 2 i  a − i


  a


  a


   1 2


  z =   a − 2 i  a − i ∙   a + i  a + i


  =    a 2 + a i − 2 a i − 2  i 2   a 2 −  i 2


  =    a 2 − a i + 2   a 2 + 1


  =    a 2 + 2   a 2 + 1 +   − a   a 2 + 1   i


   1 2


    − a   a 2 + 1 =  1 2


  − 2 a =  a 2 + 1


   a 2 + 2 a + 1 = 0


     ( a + 1 ) 2 = 0


  a + 1 = 0


  a = − 1


  𝒂 = − 𝟏


  V =  |  u → ∙  (   v   → ×  w → ) |


    v   → ×  w → =  ( 1 , 1 , 0 ) ×  ( 1 , 3 , 4 )


  =  ( 3 ∙ 7 − 4 ∙ 5 , 4 ∙ 2 − ( − 1 ) ∙ 7 , − 1 ∙ 5 − 3 ∙ 2 )


  =  ( 1 , 15 , − 11 )


   u → ∙  (   v   → ×  w → )


  =  ( 1 , 2 , 3 ) ∙  ( 1 , 15 , − 11 )


  = 1 ∙ 1 + 2 ∙ 15 +


  3 ∙  ( − 11 ) = − 2


  V =  | − 2 | = 2


  𝑽 = 𝟐   𝒖 𝒏 𝒊 𝒅 𝒂 𝒅 𝒆 𝒔   𝒅 𝒆   𝒗 𝒐 𝒍 𝒖 𝒎 𝒆 𝒏


  V =  |  u → ∙  (   v   → ×  w → ) |


   u → ∙  (   v   → ×  w → ) =  |    1  2  3   − 1  3  4   2  5  7 |


  = − 2


  V =  |  u → ∙  (   v   → ×  w → ) | =  | − 2 | = 2


  𝑽 = 𝟐   𝒖 𝒏 𝒊 𝒅 𝒂 𝒅 𝒆 𝒔   𝒅 𝒆   𝒗 𝒐 𝒍 𝒖 𝒎 𝒆 𝒏


    C R  n , k =  (   n + k − 1 k )


    C R  4 , 2 =  (   3 + 4 − 1 4 ) =  (  6 4 )


  =   6 !  4 ! ∙  ( 6 − 4 ) !


  =   6 !  4 ! ∙ 2 !


  =   6 ∙ 5 ∙ 4 !  4 ! ∙ 2


  =  30 2 = 15


  𝑺 𝒆   𝒑 𝒖 𝒆 𝒅 𝒆   𝒉 𝒂 𝒄 𝒆 𝒓   𝒆 𝒍   𝒓 𝒆 𝒑 𝒂 𝒓 𝒕 𝒐   𝒅 𝒆   𝟏 𝟓   𝒇 𝒐 𝒓 𝒎 𝒂 𝒔   𝒅 𝒊 𝒇 𝒆 𝒓 𝒆 𝒏 𝒕 𝒆 𝒔


   (  u n ) ,   n ≥ 1 ,   d o n d e    u 1 = 120   y    u 4 = 90


   (  u n )


   (  u n )


   a n =  a 1 + ( n − 1 ) ∙ d


   S n =    (  a 1 +  a n ) ∙ n 2


   u 1 = 120   y    u 4 = 90


  90 = 120 + ( 4 − 1 ) ∙ d


  90 = 120 + 3 d


   u 20


  d = − 10


   u 20 = 120 +  ( 20 − 1 ) ∙  ( − 10 ) = − 70


   S 20 =    (  u 1 +  u 20 ) ∙ 20 2 =    ( 120 − 70 ) ∙ 20 2 = 500


  − 𝟏 𝟎


   (  v n )  


   v 1 = 120   y    v 3 = 90


   v 2


   a n =  a 1 ∙  r  n − 1


   S n =  a 1 ∙    r n − 1  r − 1


   v 1 = 120   y    v 3 = 90


  90 = 120 ∙  r  3 − 1


   v 2 =  v 1 ∙  r  2 − 1


   90 120 =  r 2


  r = ±   3 4


  = 120 ∙    ( ±   3 4 ) 1


  = ± 120 ∙   3 4 = ± 60 ∙  3


   𝒗 𝟐 = 𝟔 𝟎 ∙  3


   𝒗 𝟐 = − 𝟔 𝟎 ∙  3


  k =  3 4


    ∫  − 1 1  k ∙  ( 1 −  x 2 ) d x = k ∙    [ x −    x 3 3 ]  − 1 1


  = k ∙  [  ( 1 −    1 3 3 ) −  ( − 1 −     ( − 1 ) 3 3 ) ]


  = k ∙  [  2 3 −  ( −  2 3 ) ]


  =  4 3 ∙ k


  = 1


  𝒌 =  𝟑 𝟒


  A  ( x ) =   O P - ∙   M P -


  = x ∙ f ( x )


  = x ∙   x + 1  3 x − 1


  =    x 2 + x  3 x − 1


  A ′  ( x ) =    ( 2 x + 1 ) ∙  ( 3 x − 1 ) −  (  x 2 + x ) ∙ 3     ( 3 x − 1 ) 2


  =   6  x 2 − 2 x + 3 x − 1 − 3  x 2 − 3 x     ( 3 x − 1 ) 2


  =   𝟑  𝒙 𝟐 − 𝟐 𝒙 − 𝟏     ( 𝟑 𝒙 − 𝟏 ) 𝟐


  A ( x ) =    x 2 + x  3 x − 1


  A ′ ( x ) =   3  x 2 − 2 x − 1     ( 3 x − 1 ) 2


    3  x 2 − 2 x − 1     ( 3 x − 1 ) 2 = 0


  3  x 2 − 2 x − 1 = 0


  x =   − ( − 2 ) ±    ( − 2 ) 2 − 4 ∙ 3 ∙ ( − 1 )  2 ∙ 3


  =   2 ±  16 6


  =  {    x =   2 + 4 6 = 1   x =   2 − 4 6 = −  1 3


  x > 1 / 3


  1 / 3


  + ∞


  −


  +


  1


  x = 1


  𝒙 = 𝟏 .


     n 1 → = ( 2 , − 2 , 1 )


     n 2 → =  ( 1 , 1 , 0 ) ×  ( 1 , 3 , 4 )


  =  |      i   →    j   →    k   →   1  1  0   1  3  4 |


  =  |    1  0   3  4 | ∙   i   → −  |    1  0   1  4 | ∙   j   → +  |    1  1   1  3 | ∙   k   →


  = 4 ∙   i   → − 4 ∙   j   → + 2 ∙   k   → =  ( 4 , − 4 , 2 )


     𝒏 𝟐 → = 𝟐 ∙    𝒏 𝟏 →


   𝜋 1 : 2 x − 2 y + z = − 1


  P = ( 7 , 7 , 5 )


  2 ∙ 7 − 2 ∙ 7 + 5 = − 1


  5 = − 1


     n 1 → = ( 2 , − 2 , 1 )


     n 2 → =  ( 1 , 1 , 0 ) ×  ( 1 , 3 , 4 )


  =  ( 1 ∙ 4 − 0 ∙ 3 , 0 ∙ 1 − 1 ∙ 4 , 1 ∙ 3 − 1 ∙ 1   )


  =  ( 4 , − 4 , 2 )


     𝒏 𝟐 → = 𝟐 ∙    𝒏 𝟏 →


   𝜋 1 : 2 x − 2 y + z = − 1


  P = ( 7 , 7 , 5 )


  2 ∙ 7 − 2 ∙ 7 + 5 = − 1


  5 = − 1


  d  (  𝜋 1 , P ) =    | 2 ∙ 7 − 2 ∙ 7 + 5 + 1 |    2 2 +   ( − 2 ) 2 +  1 2


   𝜋 1 = 2 x − 2 y + z + 1 = 0


  =    | 6 |   9 =  6 3 = 2


     n 3 → = ( 2 , − 2 , 1 )


   𝜋 3 : 2 x − 2 y + z + D = 0


   𝜋 1 : 2 ∙ 0 − 2 ∙ 0 + z = − 1


  z = − 1


  P =  ( 0 , 0 , − 1 )


  d  (  𝜋 3 , P ) = d  (  𝜋 3 , Q ) = 1


     | 2 ∙ 0 − 2 ∙ 0 − 1 + D |    2 2 +   ( − 2 ) 2 +  1 2 =    | 2 ∙ 7 − 2 ∙ 7 + 5 + D |    2 2 +   ( − 2 ) 2 +  1 2 = 1


  Q =  ( 7 , 7 , 5 )


   | − 1 + D | =  | 5 + D | = 3


   {     | − 1 + D | = 3 → 𝑫 = − 𝟐 ; D = 4    | 5 + D | = 3 → 𝑫 = − 𝟐 ; D = − 8


   𝝅 𝟑 : 𝟐 𝒙 − 𝟐 𝒚 + 𝒛 − 𝟐 = 𝟎

