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| ADVERTENCIA /!

« Toma LAPIZ y PAPEL y trabaja tomando
apuntes como si estuvieras en una clase
presencial.

* No seas un alumno PASIVO, como el
espectador de una pelicula, sino un alumno
ACTIVO. ()

!




Ejercicio 1: Primitivas
1) Las funciones F y G estan definidas por:

1
Fx) = TR G(x) = 2x+2
Comprobar que F y G son primitivas de la misma funcidn.

Definicidn: F(x) es una primitiva de f(x) si y solo si F'(x) = f(x)
Resolucidn: se debe calcular la derivada de cada funcién y verificar F'(x) = G'(x) = f(x).

uy’ Urxv—uxvl
Para hacer ambas derivadas utilizaremos la regla del cociente.

% v2
. _O*(x+1)—(—1)*1_ 1
FlO=—"0 D7~ ~Gxie
G' _1*(2x+2)—(x—1)*2_2x+2—2x+2_ 4 B 1
(x)_ (2x+2)2 o 22*(x+1)2 _4*(x+1)2_(x+1)2

Se observa que las derivadas son iguales, por lo tanto F(x) y G(x) son primitivas de la misma

funcion, que serd f(x) = (x+11)2




Ejercicio 2. Geometria

2) Se consideran en el espacio la superficie esférica S: (x — 1)?+y? + (z+ 1)?=3y

x=2+t
larectad:{y =1+t ,teR.
z=3+t

é¢Cuantos puntos tienen en comun la superficie esférica S y la recta d?

Resolucion: Se sustituyen los puntos de la recta d en la ecuacidn de la esfera y se
resuelve la ecuacion que queda.

Q2+t—1D*+1+)?+@B+t+1)2%=3> (t+ 1)?+(t + 1)?+(t + 4)*=3
t2+2t+1+t2+2t+1+t*+8t+16=3 >3t*+12t+18 =3

3t2+ 12t +15=0->t?+4t+5=0-t =%

Como la ecuacion no tiene solucion la recta y la esfera no tienen ningun punto en
comun.



Ejercicio 2. Geometria

12

recta
Comprobamos la

solucidn con una
representacion grafica
de Geogebra

Se observa que larectay la /

esfera no se cortan.
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Ejercicio 3. Probabilidad

3) Tenemos dos cajas con ldpices de colores. En la caja A hak4 lapices: 2 negros y dos verdes,)En

la caja B hay 10 lapices: 4 verdes y 6 rojos. €

Se saca al azar un lapiz de B y se introduce en la caja A. €

A continuacion, se saca al azar un lapiz de la caja Ay se introduce en la caja B. €——
Calcular la probabilidad de que haya, como al principio, 2 lapices negros y 2 verdes en la cajaAy

4 lapices verdes y 6 rojos en lacajaB. <

Resolucion: Representaremos el diagrama de arbol para plantear todas las

posibilidades.
Se debe elegir un lapiz del mismo
color en ambas extracciones.

P(Igual) = P(Vg) = P (VA/VB) + P(Rg) * P (RA/RB)

18 9

Por lo tanto la probabilidad es de 215

l

4/101
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2/59
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/
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Ejercicio 4. Sucesiones recurrentes

u1 == 4
4 [ | i0 fini . € 11,2,3 ...
) Se considera la sucesién (u,,) definida por {Un+1 _ \/8——2un' n €{1,2,3..}

Supuesto que la serie es convergente, calcular lim u,,.

n—>00

Resolucion: Dado que la sucesidon es convergente, se puede afirmar que:

Sin - oo, u,, 1 = u, yambos valores tienden a L
Por ello podemos escribir:

L=2
L=-4

Como el limite debe ser un valor positivo (ya que V8 — 2L siempre es positivo), la
solucién del ejercicio es L=2.

L=\/8—2L—>L2=8—2L—>L2+2L—8=0—>{

Solucion: limu,, = 2

n—->oco



Ejercicio 4. Sucesiones recurrentes

Lo compruebo graficamente (esto no lo podéis hacer en el examen).

Representacion de la sucesion

>
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Ejercicio 5. Numeros complejos

5) Se consideran los numeros complejos

5 5
w=2+20 Yy chos<g7r>+i sin<gn>

Calcular w# x z°

Resolucidn: Expresaré ambos numeros en forma polar para operarlos mas
facilmente.

Médulo;r =22 +22 =+/8
W=2+2i—>{ ,‘W=\/§450=\/§E.
4

Argumento; tan = - - g = 45°

NN

5 ;z=15_ = lis0°

Modulo;r = 1
]Q Argumento; 6 = e e



Ejercicio 5. Numeros complejos

Calculo los valores de las potencias de forma individual:

4 —
W4 = (\/§4—5°) = ( 84)45*4 = 64'180° = _641
9 .
“ = (1§7T) B 12%*9 - 14—657t - 117571 - 1%n = 12700 = =1,

Y ahora ya puedo terminar la operacion que se pide:

w?t x z79 = (—64) * (—i) = 64i

Solucion: 64.i




Ejercicio 6. Funciones.

6) Se considera la funcién f definida por f(x) = e* * (x? + ax) donde a es
un numero real.

Comprobar que la grafica de f tiene exactamente dos puntos en los que la
tangente es horizontal, independientemente de los valor de a.

Resolucidn: Los puntos de tangente horizontal son aquellos que anulan la
primera derivada.

Para derivar aplico la regla del producto. (u*v)" =u'*v+uxv
ffx)=e**(x?+ax)+e*x(2x+a) =e**x(x*> +ax + 2x + a),
e*=0->x=14

! _ X 2 =
ffx) =0-e"*(x +ax+2x+a)_O_){x2+(a+2)x+a=0

Resolviendo la ecuacion de segundo grado:

—(a+2)++J(a+2)2—4a —(a+2)+VaZ+4
*= 2 B 2
Solucion: Como se puede ver siempre habra dos soluciones
independientemente del valor de a. Aunque las soluciones dependeran de
a.




Ejercicio 7. Geometria.

7) Se considera en el espacio tridimensional la recta g que pasa por los puntos
A(0,1,2) y B(-2,4,-4). Hallar las coordenadas de los puntos de la recta g cuya
distancia al punto A es 14.

Resolucion: Expresaré la ecuacion de la recta g en forma paramétrica:
vector director =v =B —A=(-2,4,—-4) — (0,1,2) = (—2,3,—6)
x = =21
g:1y = 1+ 31 - tomo un punto genérico; Py = (— 24,1+ 31,2 — 64)
z=2—6A
Se calcula la distancia de F; a A en funcion de Ay se iguala a £14.

dp,a =I0— (2DI7+ [ +32) — 112 + [(2 — 64) — 212 = V4AZ + 92 + 3612 = V4922 = 71=114

Despejando nos queda A=2 y A=-2.

Sustituyendo en g, obtenemos los puntos: P=(-4,7,-10) y Q=(4,-5,14)

Solucion: Los puntos de la recta g que distan 14 unidades de A son:
P=(-4,7,-10) y Q=(4,-5,14)



Ejercicio 7. Geometria.

Representacion grafica de la solucion. Esto no se hace en el examen.
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  F  ( x ) = −  1  x + 1   y   G  ( x ) =   x − 1  2 x + 2


   F ′  ( x ) = f ( x )


   F ′  ( x ) =  G ′  ( x ) = f ( x )


       (  u v ) , =   u ′ ∗ v − u ∗ v ′   v 2


   F ′  ( x ) =   0 ∗  ( x + 1 ) −  ( − 1 ) ∗ 1    ( x + 1 ) 2 =  1    ( x + 1 ) 2


   G ′  ( x ) =   1 ∗  ( 2 x + 2 ) −  ( x − 1 ) ∗ 2    ( 2 x + 2 ) 2 =   2 x + 2 − 2 x + 2   2 2 ∗   ( x + 1 ) 2 =  4  4 ∗   ( x + 1 ) 2 =  1    ( x + 1 ) 2


  f  ( x ) =  1    ( x + 1 ) 2


  S :   ( x − 1 ) 2 +  y 2 +   ( z + 1 ) 2 = 3


  d :  {    x = 2 + t   y = 1 + t   z = 3 + t     ,   t 𝜖 R


    ( 2 + t − 1 ) 2 +   ( 1 + t ) 2 +   ( 3 + t + 1 ) 2 = 3 →   ( t + 1 ) 2 +   ( t + 1 ) 2 +   ( t + 4 ) 2 = 3


   t 2 + 2 t + 1 +  t 2 + 2 t + 1 +  t 2 + 8 t + 16 = 3 → 3  t 2 + 12 t + 18 = 3


  3  t 2 + 12 t + 15 = 0 →  t 2 + 4 t + 5 = 0 → t = ∄


  P  ( I g u a l ) = P  (  V B ) ∗ P  (    V A   V B ) + P  (  R B ) ∗ P  (    R A   R B )


  P  ( I g u a l ) =  4 10 ∗  3 5 +  6 10 ∗  1 5 =  18 50 =  9 25


   𝟗  𝟐 𝟓


   u n


         {     u 1 = 4                                          u  n + 1 =  8 − 2  u n ,       n ∈  { 1 , 2 , 3 … }


     lim  n → ∞ ⁡   u n


  S i   n → ∞ ,    u  n + 1 ≅  u n   y   a m b o s   v a l o r e s   t i e n d e n   a   L


  L =  8 − 2 L →  L 2 = 8 − 2 L →  L 2 + 2 L − 8 = 0 →  {    L = 2   L = − 4


   8 − 2 L


      𝒍 𝒊 𝒎  𝒏 → ∞ ⁡   𝒖 𝒏 = 𝟐


  w = 2 + 2 i       y       z =  cos ⁡   (  5 6 𝜋 ) + i    sin ⁡   (  5 6 𝜋 )


   w 4 ∗  z 9


  w = 2 + 2 i →  {    M ó d u l o ; r =   2 2 +  2 2 =  8                             A r g u m e n t o ;    tan ⁡  𝜃 =  2 2 → 𝜃 = 45 °


  w =    8  45 ° =    8   𝜋 4


  z =  {    M ó d u l o ; r = 1                             A r g u m e n t o ;   𝜃 =  5 6 𝜋 ; z =  1   5 6 𝜋 =  1  150 °


   w 4 =    (    8  45 ° ) 4 =    (   8 4 )  45 ∗ 4 =  64  180 ° = − 64


   z 9 =    (  1   5 6 𝜋 ) 9 =  1   5 6 𝜋 ∗ 9 =  1   45 6 𝜋 =  1   15 2 𝜋 =  1   3 2 𝜋 =  1  270 ° = − i


   w 4 ∗  z 9 =  ( − 64 ) ∗  ( − i ) = 64 i


  𝟔 𝟒 𝒊


  f  ( x ) =  e x ∗ (  x 2 + a x )


       ( u ∗ v ) ′  =  u ′ ∗ v + u ∗ v ′


   f ′  ( x ) =  e x ∗  (  x 2 + a x ) +  e x ∗  ( 2 x + a ) =  e x ∗ (  x 2 + a x + 2 x + a )


   f ′  ( x ) = 0 →  e x ∗  (  x 2 + a x + 2 x + a ) = 0 →  {     e x = 0 → x = ∄                          x 2 +  ( a + 2 ) x + a = 0


  x =   − ( a + 2 ) ±    ( a + 2 ) 2 − 4 a 2 =   − ( a + 2 ) ±   a 2 + 4 2


  v e c t o r   d i r e c t o r =  v → = B − A =  ( − 2 , 4 , − 4 ) −  ( 0 , 1 , 2 ) = ( − 2 , 3 , − 6 )


  g :  {    x = − 2 𝜆             y = 1 + 3 𝜆   z = 2 − 6 𝜆 → t o m o   u n   p u n t o   g e n é r i c o ;    P g = ( − 2 𝜆 , 1 + 3 𝜆 , 2 − 6 𝜆 )


   P g


   d   P g A =     [ 0 −  ( − 2 𝜆 ) ] 2 +    [  ( 1 + 3 𝜆 ) − 1 ] 2 +    [  ( 2 − 6 𝜆 ) − 2 ] 2 =  4  𝜆 2 +   9 𝜆 2 + 36  𝜆 2 =  49  𝜆 2 = 7 𝜆

